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L? Raume und der Satz von Riesz-Fischer

1.1. Definition. Seci p € R,p > 0, dann setzen wir oo? := oo, oo ? := 0. Sei
f: X — K meBbar, dann ist |f] € M*T(X,2l) und
N(P)i= ([ 1P peRp£0)
X
ist sinnvoll definiert. Weiterhin ist
Np(af) = |a|Np(f) (a € K).
Fiir p = oo definieren wir

No(f) :==inf{a € [0,00] : |f| < a p— fii.}.

Dann ist |f| < Neo(f) p-fii., denn fiir Noo(f) < oo ist {|f| > Neo(f)} = U, {If] >
No(f) + 1/n} eine p-Nullmenge. Mann nennt N (f) das essentielle oder wesentliche
Supremum von |f| und schreibt

Noo(f) = esssup | f(z)|.

zeX

Weiterhin ist Ny (af) = |o|Noo(f) (o € K) und Noo(f + 9) < Noo(f) + Noo(g) , falls
f,g: X — K meflbar.

1.2. Definition L£P. Sei £P := LP(u) := LP(X,2A, 1), 0 < p < oo die Menge aller
meBbaren Funktionen f:X — K mit N,(f) < oo, und weiterhin

Hpr = Np(f) ferLr.

Falls p > 0, ist LP also genau die Menge aller meBbaren Funktionen f : X — K, fiir die
|fIP p-integrierbar ist und

1l = ( /X Pd)r(f e L)

Falls p = oo, ist LP die Menge aller mefibaren Funktionen f: X — K fiir die gilt dass

| fll. == esssup|f(x)| < oo.
zeX



Eine Funktion z : [a,b] — K ist genau dann essentiell beschrinkt, wenn es zu jedem
x € L*([a,b]) eine positive Konstante M, gibt, fiir die |z(t)] < M, fast iiberall auf
la,b] gilt. Das kleinste M, , das man in einer solchen Abschitzung wéhlen kann, wird als

essentielles Supremum von |z| bezeichnet.

Bemerkungen zu 1.2.

e [P ist ein K-Vektorraum fiir p > 0, da £P nur Funktionen mit Werten in K enthélt.

e Soll der Skalarenkorper besonders hervorgehoben werden, so schreibt man auch L£§
oder Lf..

o Firalle f € LP gilt [|fl,=0& f=0 p-fi.

1.3. Satz. Fiir 1 <p < oo ist LP ein halbnormierter Vektorraum beziiglich |||, und
fir 0 <p<1 ist

dp(f7g) = ||f _gHZ (fvg € Ep)

eine Halbmetrik auf £P.

Bewezs.
Nachzupriifen sind die Eigenschaften einer Halbnorm, da durch eine Halbnorm eine Halb-
metrik induziert wird.

1. Positivitat:

1L = /X flPdp) > 0

2. Homogenitit:
sl = ([ lafldw» = a( [ 17idn)” = jal 1],
X X
3. Dreiecksungleichung:
ol = /X F + glPdu)?

M”éww' Pdy)t/P Py t/P
< () Pdw)”?+ ([ lgl"dp)
X X

= ISl + llgll,



Bemerkungen zu 1.3.

o [P st fiir 0 < p <1 ein topologischer Vektorraum. Das heifit beziiglich der durch d,
definierten Topologie sind die Addition £P x £P — L£P und die skalaren Multiplikation
K x LP — LP stetig.

e Der topologische Raum LP erfiillt nicht das Hausdorffsche Trennungsaxiom, wenn es
eine nicht-leere p-Nullmenge gibt. Jedoch lisst sich dies wie folgt beheben.

— Die Menge .4 aller meBbaren Funktionen f: X — K mit f =0 p-f.i. ist ein
Untervektorraum von L? | also ist der Quotientenraum

LP = LP(u) == LP /N (0<p <o)

sinnvoll definiert

— Elemente von £P sind die Nebenklassen F' = f + A4 (f € LP). Dabei liegen
2 Funktionen f,g € L? genau dann in der selben Nebenklasse, wenn sie fast
iiberall gleich sind. Addition und skalare Multiplikation werden mit Hilfe von
Nebenklassenvertretern definiert, somit ist LP ein K-Vektorraum.

— Ist F' € L, so hat ||f||p fiir alle f € ' den selben Wert, daher ist die Definition
I E, == [[f]l, (f €F) sinnvoll.

— Firalle F' € L? ist ||[F[|, =0« F =0, das heit L erfiillt das Hausdorffsche
Trennungsaxiom.

1.4. Satz. Fiir 1 <p < oo ist L” beziiglich |-||, ein normierter Vektorraum und fiir
0<p<1 ist

dp(f9) = f —=gll; (f,geLP)
eine Metrik auf LP.



2.1. Definition. Sei 0 < p < 0o und f, € LP(n € N). Die Folge (f,)n>1 heifit im
p-ten Mittel konvergent gegen f € LP, falls lim, . [|f, — fl, = 0, also wenn (f,,),>1 in
LP gegen f € LP konvergiert.

Die Folge (f,)n>1 heiit eine Cauchy-Folge in LP oder eine Cauchy-Folge fiir die Konvergenz
im p-ten Mittel, falls zu jedem € > 0 ein ng(e) € N existiert, sodass || f,, — fall, < € fiir
alle m,n > n,(e).

Ist p =2 so spricht man von Konvergenz im quadratischen Mittel.
Ist p =1 so spricht man von Konvergenz im Mittel.

2.2. Definition. Sei A C X, dann verstehen wir unter der charakteristischen oder
Indikatorfunktion von A eine Funktion y4 : X — R

(z) 1 z€ A
) =
X 0 ze A

Fir A,B C X gilt A C B genau dann, wenn x4 < xp ist. Daher ist eine Folge (A, )nen
von Teilmengen genau dann monoton wachsend (fallend), wenn die Folge (x4, )neny wachsend
(fallend) ist. Weiterhin gilt

XAnB = XA ' XB
XA+ XB = XAuB Tt X4AnB
Xac = 1—xa

xas = xa(l—xs)

2.3. Satz. Fiir jede wachsende Folge (u,)neny von Funktionen aus 7+ und jedes v € 7+
mit v < lim, o u, gilt

/vd,u < lim Updft.
b's

n—oo X

Beweis.

Sei v = Z;n:l ajXa; mit @y, ...,y > 0 und disjunkten Ay, ..., A, € 2 Fiir ein festes
B >1 und n € N setzen wir B,, := {fu, > v} (€ ). Ist x € X und v(z) =0, so ist
x € B, Vn € N. Im Falle v(z) > 0 ist limg_ Sux(z) > v(z), also x € B, fiir hinreichend
grofe n € N. Es folgt B, T X und nach Definition von B, ist pu, > v - xp,. Weiterhin
folgt dann, dass

/ vdp = Z%’M(Aj) = lim Z%’M(Aj N B,)
X = n—00

J=1

= lim v-xg,dp < lim ﬁ/ Updp = F lim / Updft.

n—oo

Der Grenziibergang (3 | 1 liefert die Behauptung. 0



2.4. Korollar. Fiir alle f € M™T gilt

/fduzsup{/ udp v €T u< f}.
X X

Beweis.
Fir alle w € 7+ mit u < f gilt [, fdp > [, udp, also

/fdquup{/ udp :u €T u< f}.
X X

Die Umkehrung gilt aufgrund der Integraldefinition ebenfalls. 0

2.5. Satz. (monotone Konvergenz) Fiir jede wachsende Folge (f,)nen von
Funktionen aus M™ gilt

/(lim fn)dp = lim / fndis.
X n—oo n—oo X

Beweis.
<: Zunéchst ist f = lim, o f,, € M. Fiiralle k e Nist fi, < f,also [ fudp < [ fdp
und daher

lim / Fdpt < / Jdp.
k—o0 X X

= Sei ue TT, u< f. Fir §>1 setzen wir B,, := {ff, > u} und erhalten: B, € A,
B, 1 X und Gf, > u-xp,. Hier gilt u-xp, € 7" und u- xp, T . Nun impliziert Satz
2.3.

/ udp < lim [ w-xg,dp < (- lim / fndp,
X e Jx

n—oo X

und da > 1 beliebig, folgt weiter

n—oo

/ud,u < lim fndpt.
X X

2.6. Satz. (Lemma von Fatou) Fiir jede Folge von Funktionen f, € M* (n € N)
gilt:

X X



Bewesis.
Es gilt, dass f :=lim,  f, € M" und fiir g, := infy>, fr € MT gilt g, T f. Der Satz
der monotonen Konvergenz liefert

lim gndp = / fdu.

Fiir alle £ > n ist aber g, < fi und daher fx gndp < infys, fx frdp also

/fdug lim inf/ frdp = lim / fndpt.
X n—oo k>n [y n—oo [

2.7. Satz. (majorisierte Konvergenz) Die Funktionen f, f, : X — K (n € N)
seien mef3bar und es gelte lim,, .. f, = f p-f.ii.. Ferner gebe es eine integrierbare Funktion
g € M*  sodass fiir alle n € N gilt |f,] < ¢ p-f.i..Dann sind f und alle f, (n € N)
integrierbar und es gilt

lim [ fudy = / fdu
X X

und
lim / |fr — fldp = 0.
n—oo X

Bewezts.

Wir wissen, dass f und f, (n € N) integrierbar sind. Daher konnen wir annehmen, dass
f,g und alle f,, (n € N) {iberall Werte in K haben und dass tiberall gilt, dass lim,, ., f, =
Lfal <g (neN). Dannist g, :=|f|+9—|fn— f]| € MT (n € N), und das Lemma von
FATOU liefert

/ (If1+9)dp = / lim,, o gndp
X X
X
= [ 51+ 9dp = Tt [ 15, Sl
X X
Hier ist das Integral von |f|+ g endlich. Daher folgt: lim, . [y |fn — fldu = 0. Wegen

/andu—/xfdu‘ < [ 16~ i

folgt die Behauptung. 0




2.8. Satz. (von Riesz-Fischer) Die Riume £P (0 < p < o) sind vollstindig,
das heifit: Zu jeder Cauchy-Folge (fn)n>1 in LP gibt es ein f € L7, sodass | f, — f[l, —
0 (n — 00).

Bewezs.
1 < p < oo:.Esgibt eine Teilfolge (fy,)k>1 von (fn)n>1,s0dass || fn, — fill, < 27k ¥m >
ng, k> 1. Mit g := fn, — fa,., gilt dann fiir alle n > 1:

Sl < llorll, <2k <1
k=1 k=1 k=1

Der Satz der monotonen Konvergenz impliziert N,(> ,-, lgx|) < 1, also konvergiert die
Reihe Y77, gr p-f.ii. absolut. Daher konvergiert die Folge (fn, — fn, Jk>1 -1l gegen eine
meBbare Funktion X — K, das heifit es gibt eine mefibare Funktion f : X — K, sodass
fo, = f (k—00) p-fii.

P

Wir zeigen, dass f € £P und [[f, — f[|, =0 (n — oo). Dazu sei € >0, dann gibt es ein
no(e€), sodass ||fi — full, < € VI,m > ny(e). Eine Anwendung des Lemmas von FATOU
auf die Folge (|fn, — fml?)k>1 ergibt:

Fiir alle m > ng(e) ist
Jr = tulru= [ ety Sl < vy [ 1o Sl <
X X X
Falls 1 < p < oo folgt die Behauptung.

0<p<1l: ||V geniigt der Dreiecksungleichung und die obigen Schliisse liefern bei Erset-
zung von ||-||, durch [|-|[7 die Behauptung.

p=o00: Sei (fn)n>1 eine Cauchy-folge in £ . Dann ist

N =l > 1fallo} 0 U Ao = fal > 1 = Falloo}

m,n=1

eine Nullmenge und Vx € N¢ gilt

(@) = fu(2)] < 1 fm = Fulla (m,n € N).

Daher konvergiert (f,),>1 auf N¢ gleichmdfig gegen f := lim, o xne - fn € L. Insbe-
sondere ist f € £ und lim, . || f, — fll., = 0. 0

2.9. Korrolar. Fiir 1 < p < oo ist L? ein Banach-Raum und fiir 0 < p < 1 ist L?
ein vollstandiger metrischer Raum.



2.10. Korrolar. Essei 0 <p < 0.

(a) Zu jeder Cauchy-folge (f,)n>1 in LP gibt es eine Teilfolge (f,,)k>1 und ein f € LP
sodass f,, — f p-fii.

(b) Konvergiert die Folge (f,)n>1 gegen ein f € LP, so existiert eine Teilfolge (f,, )i>1,
die p-f.i. gegen f konvergiert.

Bewezs.
(a) folgt unmittelbar aus dem Beweis des Satzes von RIESZ-FISCHER

(b) (fn)n>1 ist eine Cauchy-Folge in £P. Nach dem Beweis des Satzes von RIESZ-FISCHER
gibt es ein g € LP mit | f, — g, — 0 und eine Teilfolge (f,)r>1, die p-f.i. gegen g
konvergiert. Wegen || f,, — f||p — 0 ist aber f =g p-f.ii.

2.11. Beispiel.

Esseien X = [0,1], 2 :=B%, p= % . Wir zihlen die Intervalle [0,1],[0,3] ,[5,1], [0,3],
3,2],[3,1],10, 7], .. ab zu einer Folge von Intervallen I, (n > 1). Dann gibt es zu jedem
x € X unendlich viele n € N mit = € I,, und unendlich viele n € N mit = ¢ I,,. Die Folge
der Funktionen f, := x;, (n € N) divergiert daher in jedem Punkt = € X . Andererseits gilt

fir 0<p< oo

1aull2 = /X FulPdd' = BY(L) — 0 (n— oo),

das heifit (f,)n>1 konvergiert in jedem LP(u) (0 < p < 0o) gegen Null.

2.12. Beispiel.

Jede Cauchy-Folge (fn)n>1 in L£P(0 < p < oo) ist beschriankt in dem Sinne, dass die Folge
([[fall,)n>1 in R beschrénkt ist. Es stellt sich nun die Frage, ob jede beschriinkte Folge von
Funktionen aus L eine fast iiberall konvergente Teilfolge hat. Die Antwort ist negativ:

Es seien (X,%, p) wie in Beispiel 2.11. und f,,(z) := exp(2minx). Dann ist [|f,[|, =1 Vn €

N und 0 < p < co. Angenommen, es gebe eine streng monoton wachsende Folge (ng)>1
natiirlicher Zahlen und eine Funktion f:X — K mit f, — f f.i.. Offenbar gilt

/ Jopir fn,dB =0 VE > 1,
X

und der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert

/ Fonoi T dt — / RS (k- o).
X X

Daher ist f =0 f.i. im Widerspruch zu |f, | = 1.



2.13. Satz. Ist 0 <p<p <oo und u(X) < oo, soist £¥ C LP und

11, < n@OYE AL, Ve L,

das heiBt Konvergenz in £F impliziert Konvergenz in £P (mit gleichem Limes).

Bewezs.

Der Fall p’ = oo ist klar. Fiir 0 < p < p’ < oo setzen wir r := p'/p, s := (1 —1/r)"".
Wir wenden die Héldersche Ungleichung, unter Verwendung der Exponenten r, s, auf die
Funktionen |f[,1 an, wobei f € £P" . Dann folgt

1< ([ 1Py
X X
Es folgt: f € LP und

F1l, < (GO,



3.1. Definition. Ein Banach-Raum (V,|-||) iiber K heifit eine Banach-Algebra, wenn
eine Multiplikation - : V x V — V erklart ist, die V zu einer K-Algebra macht, sodass

[l - yll < [l {1yl (z,y € V).
Eine Banach-Algebra mit kommutativer Multipliaktion heifit kommutativ.

3.2. Beispiel. Fiir jedes Kompaktum X C R" ist die Menge C(X) der stetigen
Funktionen f:X — K mit der Supremumsnorm

If1l == sup{|f(z)| : = € X}

und den iiblichen punktweisen Verkniipfungen eine kommutative Banach-Algebra mit Eins-
element.

3.3. Definition. (Faltung auf Ll (RP,BP 3P) ) Die Faltung zweier Funktionen
f,g € LY(BP), ist die Funktion fxg:RF - K

) e f@—y)g(y)dpP(y) x e A
f*g(x)'_{o ze A

Diese Funktion ist Borel-mefibar und fxg € £'(/3P) . Weiterhin ist sie kommutativ, assoziativ
und distributiv.

3.4. Definition. (Fourier-Transformation) Anstelle von 37 verwenden wir
nun

o 1= (2m) P2 3P
als MaB. Fiir komplexwertiges f € £!(y,) heifien f,f:Rr = C

f(t) = / ) f(@)duy(a)  (t€R?)
RP
die Fourier-Transformierte von f und

~

f(t) = /Rp ei<t’x>f(x)dup(a:) = f(—t) (t € RP)

die inverse Fourier-Transformierte von f. Die C-lineare Abbildung, die jedem f € L(p,)

seine Fourier-Transformierte f zuordnet, heilt Fourier-Transformation.

3.5. Satz. L'Y(R™,B™, ™) ist beziiglich der Faltung als Multiplikation eine kommutative
Banach-Algebra ohne Einselement.

10



4.1. Definition: Hilbert-Raum L?(u). Fiir f,g € £2(u) ist fg € £(z), denn
fg ist meBbar und |fg| < 5(|f]> + |g|?) . Offenbar ist (-,-) : £2 x L* - K,
(f,9) :=/Xf§du (f.g€L?)

eine positiv semidefinite hermitesche Form auf £? (das heifit es ist (f, f) > 0, {af+Bg, h) =

alf,h) + B3{g,h) und (f,q) = (g, f) Vf,g,h € L? «a,3€K), und es gilt

Iflls = (f, /)'* (f € L?).

Die Form (-,-) hat alle Eigenschaften eines Skalarproduktes mit Ausnahme der Definitheit,
denn esist (f, f) = 0 genau dann, wenn f = 0 f.ii.. Die Definitheit wird nun durch Ubergang
zu L*(p) hergestellt: Sind F,G € L?, so hat (f,g) fiir alle Vertreter f,g von F bzw. G
denselben Wert und

(F.G):=(f,9)
definiert ein Skalarprodukt auf L?, welches durch

1Ell, = (F, F)'?

die Norm von L? induziert. Ein Banach-Raum (H, ||-]|) auf dem ein Skalarprodukt (,-),
das kann z.B. ||z|| = (x,2)'/? (z € H) sein, die Norm von H induziert, heiBt Hilbert-Raum.

4.2. Satz. L*(u) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(f.g) = /X fgdn (g € I2)).

4.3. Bemerkung. Wihlt man insbesondere p gleich dem Zihlma$l auf I = N oder Z,
so folgt:

Der Hilbertsche Folgenraum

(1) = {ZL‘ cK': Z |z,]? < oo}

jel
ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(wy) =Y wy;  (wyeP(D).

jel

4.4. Definition Orthonormalsystem
Es sei H ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt (-,-). Eine Familie (e;);e; (I C Z) von
Elementen von H heifit ein Orthonormalsystem, falls (e;, ey) = 0, Vi, k € 1.

11



Ein Orthonormalsystem (e;)jer in H heiflt vollstindig, falls Span(e; : j € I) dicht in H
liegt.

4.5. Satz von der besten Approximation. Ist (e;)i<j<, ein Orthonormalsy-
stem in H , so gibt es zu jedem f € H genau ein g € Span(ey,...,e,) mit

If =gl = f {|f = hll - b € Span(ey, ..., en)}

und zwar

n

g= Z<f7 ej>€j'

Jj=1

Fiir dieses ¢ gilt:

1F =gl = 1A = D 1)l
j=1

Bewezis.
Fir A,..., A\, € K ist

n 2 n n n n
Hf =X e = IAP=2Re Y N{foen)+ ) INE = P =D W en P e =Nl
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

4.6. Besselsche Ungleichung.
Sind (e;)jer ein Orthonormalsystem in H und f € H, so konvergiert >, [(f, e;)|*, und
es gilt

S K el <P

jel

4.7. Korollar. Sind (e;);er ein Orthonormalsystem in H und \; € K (j € I), so gilt:
Es gibt ein f € H mit (f,e;) = A; (j € I) genau dann, wenn » ., [\;]* < o0.

Beweis.
Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus (1.3). Ist umgekehrt 7. [X;|* < oo und E eine
endliche Teilmenge von [, so ist

2

= I

jEE

> e

jEE
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Das heifit das Cauchy-Kriterium fiir die Konvergenz der Reihe ) jer Ajej ist erfiillt. Wegen
der Vollstindigkeit von H definiert die Reihe also ein Element f € H und die Stetigkeit
des Skalarproduktes impliziert (f,e;) =A; (j € I). O

4.8. Satz. Ist (ej)je; ein Orthonormalsystem in H, so sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) (ej)jer ist vollsténdig.

(b) Fir jedes f € H gilt der Entwicklungssatz

f = Z<f7 €j>6j

fel

(c) Fir alle f,g € H gilt die Parsevalsche Gleichung

(f,9) =) {f.e5)(e),9)-

jel
(d) Fiir alle f € H gilt die Vollstandigkeitsrelation

A7 = [KF el

jel
(e) (ej)jer ist ein maximales Orthonormalsystem.

(f) Ist f € H und (f,e;) =0 fiiralle j€I,sogilt f=0.

Bewezs.
(a) = (b) : Zu jedem € > 0 gibt es eine endliche Menge £ C I und Elemente \; € K (j €

E), so dass Hf — D ek )\jejH < €. Nach dem Satz von der besten Approximation gilt daher
fiir jede endliche Menge J mit £ C J C I:

Hf - Z<fﬁ 6j>€j

jeJ

<1F =D e

JEE

< €.

(b) = (c) : Fiir jede endliche Menge E C I ist nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
fiir das Skalarprodukt

lgll -

f - Z<f7 ej>€j

JEE

[(f,9) =Y (Frenlen o)l = 1(f =D _(f.e5)e,9)] <

JEE JjEE

(¢) = (d) : offensichtlich.

(d) = (a) : Fiir jede endliche Menge E C I ist nach (1.2)

= 17 = > el

JjeEE

H(f,m =) {f.e)e

JjEE
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(b) = (f) : offensichtlich.

(f) = (e) : Ist (e;);er nicht maximal, so existiertein f € H,||f|| =1 mit (f,e;) =0 Vj el
im Widerspruch zu (f).

(e) = (b) : Fiirjedes f € H ist g:=3_ ., (f,ej)e; € H undesgilt (f,e;) = (g,¢;) Vj€I.
Gilt (b) nicht, so existiert ein f € H mit f # g. Dies widerspricht (e), da sich (e;);e; um
\f— g||71 (f — g) erweitern lasst. .

4.9. Satz. (F. Riesz) Ist (e;);e; ein Orthonormalsystem in L?(p) und o; € K (5 €
I),s0ist 35, |oj|* < oo die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass es ein
f € L*(n) gibt mit (f,e;) =«; Vj € I

4.10. Definition.
Sind (Hy, (-,-)1) und (Ha, (-, -)2) zwei Hilbert-Raume, so heifit eine bijektive lineare Abbil-
dung ¢ : Hy — Hy mit (¢(u), p(u))e = (u,v); (u,v € Hy) eine Isometrie.

4.11. Isomorphiesatz. Ist (¢;);c; ein vollstindiges Orthonormalsystem in L2(p),
so ist die Abbildung ¢ : I2(I) — L*(u), mit

o((a)jer) =Y aje; ((a)jer € (1))

jeI

ein Isomorphismus.

4.12. Vollstandigkeit des trigonometrischen Systems.

Gegeben sei der Mafiraum ([0, 1], %[10,1], ﬁ[lm]) und die zugehorigen Réaume LP([0,1]) (1 <
p < o0), K:=C. Es sei e,(t) := exp(2mint) (n € Z,t € [0,1]). Dann ist e, € L*>([0,1])
und (e,)nez ist ein Orthonormalsystem in L*([0,1]). Dann ist das Orthonormalsystem
(en)nez in L2([0,1]) vollstéindig.

Beweis.
Wir beweisen im folgenden eine noch schérfere Aussage: Fiir jedes f € L'([0,1]) und n € Z
ist der n-te Fourier-Koeffizient

f(n) = /0 F(t)e 2ty

und somit die Fourier- Transformation ~: L'([0,1]) — CZ, f +— (f(n))nez erklirt. Die
Vollstindigkeit von (e,)nez in L2([0,1]) ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen, dass die
Fourier-Transformation L'(]0,1]) — CZ injektiv ist.

Wir werden zeigen, dass aus f € £L([0,1]) und f =0, f =0 f.ii. folgt. Dies tuen wir in 2
Schritten
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(1) Es sei zunéichst f:[0,1] — C stetig mit f = 0. Fiir jedes trigonometrische Polynom,
das heif}t fiir jede (endliche) Linearkombination T der e, (n € Z) gilt

/0 )T

Wegen €, = e_,, (n € Z) sind mit T auch T und daher auch Re(T),Im(T) trigonome-
trische Polynome. Aus (1.4.) folgt dann fur alle 7':

/0 (Re(f(x)))T(x)dz = 0, /0 (Im(f(x))T(x)dx = 0.

Somit kann man sich im Folgenden auf die Betrachtung reellwertiger f beschréinken.

Angenommen, es sei f # 0. Dann gibt es ein zy € (0,1) mit f(xg) # 0. Sei 0.B.d.A.
f(zo) > 0. Dann gibt es ein € > 0 und ein 6 > 0, sodass f(z) > € fir 0 <zp—0 <z <
To+ 06 < 1. Wir setzen nun fiir n € N :

T, (x) := (1 + cos2m(x — xy) — cos 2md)".
Dann ist T}, ein trigonometrisches Polynom mit folgende Eigenschaften:
1. To(z) >0 fir zop — 6 <z < x+ 6;
2. To(z) > (1 +cosmd — cos2md)"” — oo fiir |z —xo| < 5/2;
3. |Th(x)] <1 fir  €[0,29 — 5] U [xo + 0, 1].

Daher gilt:

|/f e)de| > /:0+6f( d:v—!/ iz + [ f@)Th)dal

0—0 z0+9

> 65(1—1-0087?5—00827?6)"—/ |f(z)|dr == oo
0

Das ist ein Widerspruch zu (1.4.). Es folgt, dass f =0.

(2) Es sei nun f € L£([0,1]) mit f =0 wd F(z) :== [ f(t)dt (x € [0,1]). Dann
ist F:[0,1] — K stetig mit F(1) = f(0) = 0 = F(0). Mittels partieller Integration folgt
nun fiir alle n # 0:

F = [ P = - [ @) - = g - o) =o.

Daher ist h:= F — F(0) eine stetige Funktion mit A = 0 und nach dem ersten Schritt ist
h=0,also F'=F(0). Wegen F'(0) =0 ist /=0, demnach f =0 fii.. 0
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4.13. Korrollar. Die Fourier-Transformation " : L?([0,1]) — [?(Z) ist ein Isomorphis-
mus.

Bewesis. Folgt aus den Sétzen (4.11.) und (4.12.). 0

4.14. Korollar. Fiir jedes f € L?*([0,1]) konvergiert die Reihe Y, _, f(n)e, im qua-
dratischen Mittel gegen f und es gelten die Vollstdndigkeitsrelation

115 =D 1)

nel

und die Parsevalsche Gleichung

(fr9)=>_fman)  (f,g€L*([0,1]).

neZ
Beweis. Folgt aus (4.9.) und (4.12.). O

4.15. Bemerkung. Ist f € £2([0,1]), so existiert nach (2.8.) eine Teilfolge der Folge
der Partialsummen >, _, f(k)er (n € N) der Fourier-Reihe von f, die punktweise f.ii.
gegen f konvergiert. Weiterhin konvergiert selbst die Folge der Teilsummen punktweise f.ii.

gegen f.
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